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行列式的定义与性质

林胤榜

同济大学数学科学学院
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主要内容

1 二阶行列式

2 二元一次方程组

3 三阶行列式

4 行列式与面 (体)积

5 排列与对换

6 n阶行列式

7 行列式的性质

8 行列式的计算
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二阶行列式

定义

方阵

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
∈ M2×2

的行列式是

det(A) = |A| =
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

最后一个等式是对角线法则的一个例子.
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逆矩阵

行列式的重要性:

定理

A ∈ M2×2 可逆当且仅当 A的行列式不等于零.

问题

如何求方阵 A的逆?

利用伴随矩阵.
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定义

假设 A = (aij)是二阶方阵,则它的伴随矩阵是

A∗ =

(
a22 −a12

−a21 a11

)
.

得到伴随矩阵的步骤:
1 将矩阵中每一项替换成它的 “代数余子式”;
2 转置.

林胤榜 同济大学数学科学学院

行列式的定义与性质



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

矩阵的逆与伴随矩阵

A−1 =
A∗

|A|

验证:

A∗A =

(
a22 −a12

−a21 a11

)(
a11 a12

a21 a22

)
=

(
a22a11 − a12a21 a22a12 − a12a22

a21a11 + a11a21 −a21a12 + a11a22

)
=

(
|A| 0
0 |A|

)
= |A|

(
1 0
0 1

)
.
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线性方程组的解

回顾:

定理

在方程 Ax = b 中,若 A可逆, (记 A−1 为 A的逆矩阵,)则

x = A−1(Ax) = A−1b.

这样,

x = A−1b =
1

|A|

(
a22 −a12

−a21 a11

)(
b1

b2

)
=

 a22b1−a12b2
a11a22−a12a21

−a21b1+a11b2
a11a22−a12a21

 .
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也就是说，二元一次方程组{
a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

的解为 {
x1 = a22b1−a12b2

a11a22−a12a21
,

x2 = −a21b1+a11b2
a11a22−a12a21

.

注意到,

x1 =

∣∣∣∣b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣
|A|

, x2 =

∣∣∣∣a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣
|A|

.
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解线性方程组 (总结),克拉默法则

1 写下系数矩阵 A和常数矩阵 b(列矩阵).
2 利用常数矩阵替换系数矩阵的第 i 列得到矩阵 Ri .
3 那么,

xi =
|Ri |
|A|

.
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线性方程的解

例子

解方程组 {
3x1 − 2x2 = 12

2x1 + x2 = 1

先将方程组转化成矩阵方程.
系数矩阵,自变量矩阵和常数矩阵分别是

A =

(
3 −2
2 1

)
, x =

(
x1
x2

)
, 和 b =

(
12
1

)
.

则线性方程组等价于 Ax = b,即(
3 −2
2 1

)(
x1
x2

)
=

(
12
1

)
.
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提问: |A| =?

|A| = 3× 1− (−2)× 2 = 7.

利用 b 分别替换 A的第一列和第二列，得

R1 =

(
12 −2
1 1

)
, R2 =

(
3 12
2 1

)
.

则

x1 =
|R1|
|A|

=
12× 1− (−2)× 1

7
= 2,

x2 =
|R2|
|A|

=
3× 1− 12× 2

7
= −3.
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提问: |A| =?

|A| = 3× 1− (−2)× 2 = 7.

利用 b 分别替换 A的第一列和第二列，得

R1 =

(
12 −2
1 1

)
, R2 =

(
3 12
2 1

)
.

则

x1 =
|R1|
|A|

=
12× 1− (−2)× 1

7
= 2,

x2 =
|R2|
|A|

=
3× 1− 12× 2

7
= −3.
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提问: |A| =?

|A| = 3× 1− (−2)× 2 = 7.

利用 b 分别替换 A的第一列和第二列，得

R1 =

(
12 −2
1 1

)
, R2 =

(
3 12
2 1

)
.

则

x1 =
|R1|
|A|

=
12× 1− (−2)× 1

7
= 2,

x2 =
|R2|
|A|

=
3× 1− 12× 2

7
= −3.
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三阶行列式

定义

假设 A = (aij)是三阶矩阵,则它的行列式是

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23

− a11a32a23 − a12a21a33 − a13a22a31.

对角线法则.
注意到,在上面的每一个单项中,每一行（列）均被取出唯一
一个元素,这也将会是定义高阶行列式的一个要素.
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面积

行列式是 (有向)面积和体积的推广.

例子

考虑平面 R2 上由向量 (1, 0)和 (0, 1)作为邻边形成的平行四边
形. 以两向量组成以下行列式∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣ = 1.

这正是平行四边形的 (有向)面积. 可由右手法则获得符号.

林胤榜 同济大学数学科学学院

行列式的定义与性质



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

面积

行列式是 (有向)面积和体积的推广.

例子

考虑平面 R2 上由向量 (1, 0)和 (0, 1)作为邻边形成的平行四边
形. 以两向量组成以下行列式∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣ = 1.

这正是平行四边形的 (有向)面积. 可由右手法则获得符号.
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例子

考虑平面 R2 上由向量 (1, 0)和 (0, 1)作为邻边形成的平行四边
形. 以两向量组成以下行列式∣∣∣∣0 1

1 0

∣∣∣∣ = −1.

这正是平行四边形的有向面积.
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例子

考虑平面 R2 上由向量 (1, 1)和 (−1, 1)作为邻边形成的平行四边
形. 以两向量组成以下行列式∣∣∣∣ 1 1

−1 1

∣∣∣∣ = 2.

这正是平行四边形的 (有向)面积.
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例子

考虑空间 R3 中由向量 (1, 1, 0)、(−1, 1, 0)和 (1, 1, 1)作为邻边形
成的平行六面体. 以三向量组成以下行列式∣∣∣∣∣∣

1 1 0
−1 1 0
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2.

这正是平行六面体的 (有向)体积.
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排列

为了定义高阶行列式,我们需要引入排列的逆序数的概念.
将1{1, 2, · · · , n}排列成一列 (行),称为它们的 (全)排列. 以 Sn
记它们的全排列构成的集合. 全排列的个数为

n! = n × (n − 1)× (n − 2)× · · · × 2× 1.

以 (1, 2, · · · , n)作为 {1, 2, · · · , n}的标准排列.

定义

给定一排列 (p1, p2, · · · , pn),比 pi 大且排在 pi 左边的元素个数，
称为 pi 在这个排列中的逆序数. 排列 (p1, p2, · · · , pn)的逆序数
等于各个元素的逆序数之和. 逆序数为奇 (偶)数的排列称为奇
(偶)排列.

重要的是逆序数的奇偶性,而不是它的具体数值.

1{}表示不计次序.
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排列

为了定义高阶行列式,我们需要引入排列的逆序数的概念.
将1{1, 2, · · · , n}排列成一列 (行),称为它们的 (全)排列. 以 Sn
记它们的全排列构成的集合. 全排列的个数为

n! = n × (n − 1)× (n − 2)× · · · × 2× 1.

以 (1, 2, · · · , n)作为 {1, 2, · · · , n}的标准排列.

定义

给定一排列 (p1, p2, · · · , pn),比 pi 大且排在 pi 左边的元素个数，
称为 pi 在这个排列中的逆序数. 排列 (p1, p2, · · · , pn)的逆序数
等于各个元素的逆序数之和. 逆序数为奇 (偶)数的排列称为奇
(偶)排列.

重要的是逆序数的奇偶性,而不是它的具体数值.
1{}表示不计次序.
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

例子

例子

考虑 {1, 2, 3}的排列,求 (3, 2, 1)的逆序数.

解.

元素 逆序数
3 0
2 1(3>2,但 3在 2的左边)
1 2(3>2,2>1,但在 1的左边)
排列的逆序数 = 0 + 1 + 2 = 3.

这是奇排列.
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对换

定义

在排列中,将以下操作称为对换: 将两个元素对调,保持其余元素
不动. 将相邻两个元素对换,称为相邻对换.

定理

一个排列中任意两个元素对换,排列改变奇偶性.

推论

将奇 (偶)排列对换成标准排列的对换次数为奇 (偶)数.
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n阶行列式

假设 p1p2 · · · pn 为自然数 1, 2, · · · , n的一个排列,记它的逆序数
为 t(p1p2 · · · pn). 定义∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

(p1p2···pn)∈Sn

(−1)t(p1p2···pn)a1p1a2p2 · · · anpn .

求和中有 n!项. 这里,我们使用了求和符号.

在行列式的每一行取出一项,使得它们分别处于不同的列,作它
们的乘积 (配上符号),这样得到求和中的项.

评述

我们将会给出行列式的递归公式.
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在行列式的每一行取出一项,使得它们分别处于不同的列,作它
们的乘积 (配上符号),这样得到求和中的项.
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例子

例子

二阶行列式
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例子

例子

下三角行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11

a21 a22 0
...

...
. . .

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 · · · ann.

这是因为若要 a1p1a2p2 · · · anpn 非零,必须有 p1 ≤ 1, p2 ≤ 2, · · · ,
pn ≤ n. 另外, p1 + p2 + · · ·+ pn = 1 + 2 + · · ·+ n. 所以
p1 = 1, · · · pn = n.

对于上三角行列式也有类似的结论.
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例子

利用前面的例子,可以推得

例子

对角行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1

λ2

. . .
λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ1λ2 · · ·λn.
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行列式的性质

假设 A ∈ Mn×n,以及

A =

a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

 .

定义

以下矩阵称为 A的转置,即 (AT )ij = aji :

AT =


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2

...
...

. . .
...

a1n a2n · · · ann

 .
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命题 (性质 1)

行列式等于它的转置行列式: |A| = |AT |.

命题 (性质 2)

对换行列式的两行 (列),行列式变号.

以二、三阶行列式作为例子.

评述

行和列的地位相同.行列式的性质凡是对行成立的对列也成立.
反之亦然.
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行列式等于它的转置行列式: |A| = |AT |.
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推论

如果行列式两行完全相同，则此行列式为 0.

证明.

|A| = −|A| ⇒ |A| = 0.
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命题 (性质 3)

若行列式某一行 (列)乘以常数 k,则行列式等于原行列式乘以 k,
即: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

kai1 kai2 · · · kain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明.

利用定义.
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命题 (性质 4)

行列式若有两行 (列)成比例,则行列式为 0.

证明.

利用推论和性质 3.
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命题 (性质 5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 + a′
i1 ai2 + a′

i2 · · · ain + a′
in

...
...

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

a′
i1 a′

i2 · · · a′
in

...
...

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明.

利用定义.
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命题 (性质 6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
ai1 · · · ain
...

...
aj1 · · · ajn
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
ai1 + kaj1 · · · ain + kajn

...
...

aj1 · · · ajn
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (i ̸= j)

证明.

利用性质 4和性质 5.
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

评述

1 性质 2的推论应用于线性方程组中的现象如下: 两行完全相
同,则对应的方程相斥 (矛盾)或相同 (取决于常数相异或相
同),则无解或解不唯一 (由 n − 1个方程解 n个未知数). 无
论是其中哪种情形,系数矩阵不可逆.

2 性质 6对应于: 将其中一条方程乘以常数加到另一条方程上.
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

行列式的计算

例子∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1n

. . . a2n

. . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
希望变成上三角行列式.
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

解.

将第 n行逐行往上移到第 1行,交换行 (n − 1)次,需要乘上
因子 (−1)n−1.

将原先第 (n − 1)行（现在第 n行）逐行往上移到第 2行，
交换行 (n − 2)次，需要乘上因子 (−1)n−2.
...
将原先第 2行（现在第 n行）逐行往上移到第 (n − 1)行，
交换行 1次，需要乘上因子 (−1)1.

最终得到行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
an1 an2 · · · ann

a(n−1)2 · · · a(n−1)n
. . .

...
a1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = an1a(n−1)2 · · · a1n

乘上因子 (−1)1+2+···+(n−1) = (−1)
1
2

n(n−1).
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

评述

总是可以通过操作 ri + krj（或 ci + kcj）将行列式化成上（下）
三角行列式.
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

例子

希望化成下三角行列式或有一行（列）中只有一个非零元.∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 2 4
1 2 0 2
10 5 2 0
0 1 1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
r1↔r2= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 2
4 1 2 4
10 5 2 0
0 1 1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
r2−4r1=
r3−10r1

−

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 2
0 −7 2 −4
0 −15 2 −20
0 1 1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
r3− 15

7
r2

=
r4+ 1

7
r2

−

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 2
0 7 2 −4
0 0 −16

7 −80
7

0 0 9
7

45
7

∣∣∣∣∣∣∣∣
r4=− 9

16
r3

= 0.
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

例子

若行列式有某一行（列）全为 0,则行列式 =0.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
0 · · · 0
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2ri=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
...

...
2 · 0 · · · 2 · 0

...
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2D.

所以 D = 0.
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

例子

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1k
...

... O
ak1 · · · akk
c11 · · · c1k b11 · · · b1n
...

...
...

...
cn1 · · · cnk bn1 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1k
...

...
ak1 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=D1

·

∣∣∣∣∣∣∣
b11 · · · b1n
...

...
bn1 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=D2
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

证明.

利用操作 ri + λrj 和 ri ↔ rj 将 D1 化成下三角行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p11

p12 p22 O
...

. . .
pk1 · · · · · · pkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
利用操作 ci + λcj 和 ci ↔ cj 将 D2 化成下三角行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣

q11

q12 q22 O
...

. . .
qn1 · · · · · · qnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
则 D = p11 · · · pkkq11 · · · qnn = D1 · D2.林胤榜 同济大学数学科学学院
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

例子∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 b
0 a b 0
0 c d 0
c 0 0 d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 b
c 0 0 d
0 a b 0
0 c d 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 0 0
c d 0 0
0 0 a b
0 0 c d

∣∣∣∣∣∣∣∣
上一例子

=

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣2 .
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

例子∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b
a b

a b
c d

c d
c d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b
c d
0 a 0 0 b 0
0 0 a b 0 0
0 0 c d 0 0
0 c 0 0 d 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b
c d

a b
a b
c d

c d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
利用上一例子

=

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣3 .
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二阶行列式 二元一次方程组 三阶行列式 行列式与面 (体)积 排列与对换 n阶行列式 行列式的性质 行列式的计算

总结

利用对角线法则定义二三阶行列式;
利用行列式解二元一次方程组;
行列式是面积和体积的推广;
一般行列式的定义;
行列式的一些基本性质.
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