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矩阵与线性方程组

林胤榜
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主要内容

我们曾经提到可以用矩阵改写线性方程组.

1 矩阵

2 矩阵的运算

3 矩阵诱导线性映射

4 线性方程组与矩阵

林胤榜 同济大学数学科学学院
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矩阵

定义

m 行 n 列矩阵, 或 m × n 矩阵:

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 a23 · · · a2n
... ... ... ...

am1 am2 am3 · · · amn

 ,

其中, aij ∈ R 或 C, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. 有时将矩阵 A 记为

(aij) = (aij)m×n.

称 aij 为矩阵的 (i, j) 元. 这样的矩阵的集合记成 Mm×n(R) 或
Mm×n(C), 如无歧义, 简记为 Mm×n. (M 代表 matrix.)

林胤榜 同济大学数学科学学院
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例子

行向量/行矩阵:
A = (a1, a2, · · · , an)

列向量/列矩阵:

B =


b1
b2
...

bm



评述

1 矩阵和线性映射有着密切的联系, 矩阵是表达线性映射的一
种方式. (矩阵 (方阵) 还有别的用途.)

2 矩阵是研究线性映射的有力工具.
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例子

行向量/行矩阵:
A = (a1, a2, · · · , an)

列向量/列矩阵:

B =


b1
b2
...

bm


评述

1 矩阵和线性映射有着密切的联系, 矩阵是表达线性映射的一
种方式. (矩阵 (方阵) 还有别的用途.)

2 矩阵是研究线性映射的有力工具.
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矩阵的一些运算

1 (数乘) λ ∈ R, A = (aij) ∈ Mm×n,
λA = (λaij) ∈ Mm×n.

2 (矩阵相乘) A ∈ Mm×n(R), B ∈ Mn×k(R). 记

A =


a11 a12 · · · a1n
... ... ...

ai1 ai2 · · · ain
... ... ...

am1 am2 · · · amn

 , B =


b11 · · · b1j · · · a1k
b21 · · · b2j · · · b2k
... ... ...

bn1 · · · bnj · · · bnk

 .

AB ∈ Mm×k(R)
的 (i, j) 元等于 A 的第 i 行与 B 的第 j 列逐项分别相乘，具
体为 ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
l=1

ailblj.
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矩阵的一些运算

1 (数乘) λ ∈ R, A = (aij) ∈ Mm×n,
λA = (λaij) ∈ Mm×n.

2 (矩阵相乘) A ∈ Mm×n(R), B ∈ Mn×k(R). 记

A =


a11 a12 · · · a1n
... ... ...

ai1 ai2 · · · ain
... ... ...

am1 am2 · · · amn

 , B =


b11 · · · b1j · · · a1k
b21 · · · b2j · · · b2k
... ... ...

bn1 · · · bnj · · · bnk

 .

AB ∈ Mm×k(R)
的 (i, j) 元等于 A 的第 i 行与 B 的第 j 列逐项分别相乘，具
体为 ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
l=1

ailblj.
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矩阵相乘的例子

评述

只有当 A 的列数 =B 的行数, 才能定义 AB.
AB 有定义不代表 BA 有定义.

例子

A ∈ Mm×n, X ∈ Mn×1(∼= Rn), 则 AX ∈ Mm×1:a11 · · · a1n
... ...

am1 · · · amn


x1

...
xn

 =

 a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 .
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矩阵相乘的例子

评述

只有当 A 的列数 =B 的行数, 才能定义 AB.
AB 有定义不代表 BA 有定义.

例子

A ∈ Mm×n, X ∈ Mn×1(∼= Rn), 则 AX ∈ Mm×1:a11 · · · a1n
... ...

am1 · · · amn


x1

...
xn

 =

 a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 .
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矩阵诱导线性映射

定义 (左乘矩阵 A)
A = (aij) ∈ Mm×n(R), 定义映射 LA : Rn −→ Rm

X =

x1
...

xn

 7−→ AX =

 a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 .
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命题

LA 是线性映射.

证明：

∀X,Y ∈ Rn, LA(X + Y) = LA(X) + LA(Y), 这是因为

LA(X + Y) = A(X + Y)

=

a11 · · · a1n
... ...

am1 · · · amn


x1 + y1

...
xn + yn


=

 a11(x1 + y1) + · · ·+ a1n(xn + yn)
...

am1(x1 + y1) + · · ·+ amn(xn + yn)


林胤榜 同济大学数学科学学院
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=

 a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn

+

 a11y1 + a12y2 + · · ·+ a1nyn
...

am1y1 + am2y2 + · · ·+ amnyn


=AX + AY = LA(X) + LA(Y).

LA(aX) = A(aX) = aAX = aLA(X).

林胤榜 同济大学数学科学学院
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矩阵乘法与映射复合

记号如前.

命题

LA ◦ LB = LAB.

林胤榜 同济大学数学科学学院
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线性方程组与矩阵

矩阵可以帮助解线性方程组.

定义

若矩阵 A 的行数与列数相等，则称 A 为方阵.

给定线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

. (1)

注意: 在这个例子中, 方程的个数等于未知数个数.

林胤榜 同济大学数学科学学院
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1 首先利用矩阵简写方程组: 系数矩阵 A, 未知数矩阵 X 和常
数矩阵 b 如下：

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 a23 · · · a2n
... ... ... ...

an1 an2 an3 · · · ann

 , x =

x1
...

xn

 , b =

b1
...

bn


注意: 行数等于方程个数, 列数等于未知数个数.

2 (重新解释问题.) 求解方程 (1) 等价于以下两个问题:
i b 在映射 LA 下是否有原象? (L−1

A (b) = ∅?)
ii L−1

A (b) =?

林胤榜 同济大学数学科学学院
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回顾: 一元一次方程

问题

a, b ∈ R, 求解 x:

ax = b.

1 若 a 6= 0, 则 a−1ax = a−1b, 即 x = b
a .

2 若 a = 0, b = 0, 则任意实数 x ∈ R 均是解.
3 若 a = 0, b 6= 0, 无解.

先研究第一种情形.
问题

1 第一种情形的关键是什么?
2 对一般方阵来讲，合适的相应条件是什么?

林胤榜 同济大学数学科学学院
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回顾: 一元一次方程

问题

a, b ∈ R, 求解 x:

ax = b.

1 若 a 6= 0, 则 a−1ax = a−1b, 即 x = b
a .

2 若 a = 0, b = 0, 则任意实数 x ∈ R 均是解.
3 若 a = 0, b 6= 0, 无解.
先研究第一种情形.
问题

1 第一种情形的关键是什么?
2 对一般方阵来讲，合适的相应条件是什么?
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逆矩阵

第一种情形的关键: 存在逆元，a−1a = aa−1 = 1(幺元).

定义

A,B ∈ Mn×n, 若

AB = BA = E =

1 0 0

0
. . . 0

0 0 1

 ,

则称 A 是可逆矩阵，B 是 A 的逆矩阵，记为 A−1.
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方程组的解

定理

在方程

Ax = b

中, 若 A 可逆, (记 A−1 为 A 的逆矩阵,) 则

x = A−1(Ax) = A−1b.
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判断方阵是否可逆的一个工具:

行列式.

这是接下来要介绍的内容.
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